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主題: Jacobi- Zavisdiseq
.
(第 1 基本完全列 )

Q→ Rφ
S
: ring hom に 対 し ARLQRS → Asto → ASIr → 0 . ex

.

N : S - Mod.に 対 し Der; N )← Perds ;N ) Der( ; N) O : ex.

ー
"“導来したい

、

(2s/R は Der (-)を表現する

問題 : A$RはAbel 圏でない

観察 : A 加注的
、
右見全

カ 1
F : Modk→ Ab

↓ ↓ っ Agも似たことをしたいが

ch(ModR )ch(Aカ ) 凸出 ch (0 AlgR)のようなものは無 い
、

Ψ Ψ

A LiF(A)
proj - resol . ↑ ii 以下 Ch (ModR )は CChhx ((IR2)) と略記

p .→ F(P
.
) i→ hiF (. )

Fact
. (Dold

mn

- Kan corr)

Chy (R) asModk > sailgr で 似たことがい できるかも 、

Fun (AP , Modk) Fun (A☆ , Algr )

構造を抽象化 Algr に適用
→ っ

chh ((MYo1

R)) (Abel 国 ) モデル 圏 sAlgr
。 導来関手 totalderived fanctor

F : Modke iA : 加法的院全関手 F :CD : G

A
4 艾 : willeQnfunctor

① P. → A :

proj, - resol. ① PX → X : Cofibranteplacement ① X . → A .
:

'simplicial"freeresol .
m ～

Chy (R) : 複体の固 sAlgr : simplicial R-algera
≈ slodk

(q.CWapprox.) モデルの構成をもっ

② iF(A)L =(F(Ph ) ) ② iF( )L × : =(F 4X) )② iF(A)L. =π F( *( )



Dモデル圏 モデル 圏 の 定義 と例

Oef .(モデル )
Wi weakequiralence

モデル圏 とは 、 国 C に3 種の 類射 のクラス(Fi カ fibarlion が 指定 されていて

Cof : cofipration
以下 の 公理 をみたすもの

(M 1 ) C は 完備 かつ 余完備、 ー特に始 |終対象をもつ

(M23 つの 射 のクラスはレトラクトで 閉
っ A B がメY のレトラクト

(M )B [2 - ont-of- 3] ×や YSZ で
ー

⇒ ヨ図式
id

fgigfのう 52 つが weqなら 3 つ 目 もweq. 性や→
(M )4 [ Lifting } A→ X B →f→ B

coif : i ↓ a ↓ aifib
は j か q が weq なら τ

B→ Y リフトを持 つ ー Fib と Cof は 互 いを定める
。

(M )5 [Factrizati@ 任意 の ×5Y は (始 )÷ YECof なら

炎 というか解をもつ
Y は cofibrantであるという

fitrant も 同様
。

(始 )やXYpxeyfit.Thm .はモデル国(
R)

Chy (R) rcofitrantreplacement

1 。 W = § : M. - N .1 H :Hy(M. 感(月 }
とよぶこ

。 Fib = § : M
.

→ N
. I tnal , fn : M

、品心 }
。 Cof = § . M

.

- N . Ithao ,fn :Mui tCoker( faliprog. l }
とするとモデルの 構造を持つ

Cor . この構造 においてAtModk のcofibrautreplacement とは射影分解 のことである 、

Thm . ( Top はモデル圏 になる )

1
Top (位相空間 と 連続写像の 国 )は 、
. W = { : x → y 1 誕戒 ×)

歳

** ) }
。 Fib = f : x → y l f : Hurewicz filmtion } っ

定義 は省略する

. cof = f : xey ff : closedHurewiczbrution }
May とか参照

とするとモデルの 構造を持つ

Cor
.

この 構造 において wfibrantreplacement とは CW近似のことである 、

まとめ 鎖複体の 圏 や 射影分解の 構造を抽象化した。



DQuillen 関手 とホモトピ一圏 モデル 圏 の 間 の
“

良い 関手 と 基本構成

Def .(Quillen関手 C . D : モデル 国

1
C から ① への Quillen 関手 とは 、随伴関手 の 組

1 ey .

RS S : 環準同選

F : CシD : G
スカラー拡大 Chy (R)

であって 、以下 をみたすもの
、 Sq- : : rest

(1 ) F は cofil
. 及び cofitrant間 の weq -

を保
つ

chy ( )s
スカラー制限

)(2 Gは fib. 及び fitrant間 の w .eq を
保つ

は Quillen 関手
、

Def . (Quillen 同 )値

Quillen 関手 F : CD: G が Quillen同値であるとは、

tX : cofibrant ine [ EWe D $
FXEW

}であること 。Y : fibrantinD 'Gy
OLf . (ホモトーピ )圏 C : モデル 圏

1
以下 の普遍性をみたす 国C*)HoC ) が (uptoeqで ) 一意 に 存在する

、

「

F : C→D が weq を
isoにうっすならヨ ! E : Hole)→ D. Fうに F 」

HoCD を Cのホモトピー 圏 という



D total derived functor モデル 間の 良い” 関手 はホモトピー圏 に 落 とせる

ef. (totalderivfunctor)C ,D : モデル 国

Quillen 関手 F : CD∴ G に 対 し

「の 左 total derived functor LF を以下 のように 定める、 RG も 同様、

「
各 XEC に対 し 、Xc → Xiofibrantreplace1en を取り

(fit . repl を 取る )

LF (X ) := F(Xc) とする
」 up to wieq -

で well - defined
.

これにより LF : Hole)世 HolD :RG は随伴関手 の 組 を 定める 、

e
.g . f :R → S :環準同型

Quillen 関手 Sq- : Ch
× (R) 主 Chy (s) :

ast

から 超- : ②o (Modk) Ʃ ②。(Modd :

ast

ToriR (s,-)\ thi
Mods



代単体的対象 sModysAlgp の 定義 と 付加構造

Oelf .(単体的対象 C : 圏

1
。 [n] : = {ock … sn } : 順序 (集合

A の射 は次の 2種類で生成 される 。

simplex 「可 = {s … i … cn }
。 日 : = )対]たち非減少 (n像 )

: 単体 の 圏 δ: ↑ IIII
simplicial object [n - 1J : {Oc …… < n- 1}

ose : =Fun(APe) : 単体的対象 の 圏

simplicial set [n + 1] = {s …そく t しく … い +い 3
osSet := Fun (A'Se+) = ☆ :単体的集合 の 圏 ↓ I II I
0 s $dr:=Fun( A',)1dr : 単体的 R加群の 圏 [日 = { oc … i s . … n }

osAlga: =Fun(APAlgr ) : 単体的 のR代数 圏

⑩ 國X : ssetc はデータ
simplex

。 {: 1 集合 } nea : n一単体 の 集合
nt[ 1] Xuti degenereecy opelcctor

is↑鳩⺗ ( ' ls : : Xau→ Xoe リ :退化作用素 。族
faace operator

{di : Xn→} : 面作用素 の族
di↓ であって ( S : idi の 然るべき 関係 ) をみたすもの

[n-] Xu . X : sModk なら “集合 ” が Rや加群
”

に 変わる。

do
,

d。So
δ

>

d. so do
,

> δ

S § d .
e

…

das
X2 , X .

℃

,
s ,

e

e

Sョ da
,

ds
>

R加群
R-準同型



D Dold - Kan correspondence RModはモデル圏の構造を持つつ

do
,

do
So

e

>

XEsModk ≠と加群の複体にするには ?d.
> e

S 0
do

>

5 , d .
X = … X

2
' x .

- ℃
,

Xo「

d.
, e

s .

丬
δ

S2

>

dz
,

' Nx:
= 間 Kerdi ≤☆ds

∂
n

: = do
u ) u

NX = …

do
,Nx

do
, NX

,

,
rX:ormalinced

chain complex

Thm . )old- Kan correspondence 逆

K : Ch×(R)→ sModk は 、 米田 より
N : sModr → Chr(R)
は 圏同値である 、

K (c) n =Hom(RTEnTMk KC )

モデル 固
= Homch

*SR)(NR[W] , C) から決まる
。

… 丫
)うっす XEsModkに対 し

、

デモル圏 の

構造を移直す木 πqX : = hq (NX) とおく

XEsAlgrなら 積を忘れて 同様 。

Thn .はモデルnd,lは
。 W = § : X → Y 1 * " *π× 歳* }
。 Fib = { . Xey Ithal , NXn品NY. }
とするとモデル 圏 の構造を持ち

、
N は Quillen同値

D simplicial algebra sAIgR はモデルの構造を持 つ

ThnはモデルnAlg yus : sModrO
'

sAlgr : Forg

1 , W = § : X - y 1 ⑭: * π× 臨* *(Y } により sModk のモデル国困構造を

。 Fib = § : X → Y 1 X 歳 π。 ×(「 } うっす
、
(いつも随伴でらっせるとは

限らないが今回 は大丈夫)
とするとモデルの 構造を持つ

よって 上 は Quillen 関手 になる 、

まとめ
、 sModk

, sAlgr がどちらもモデルー構造を持った 。



D free morphisonsAlgp のcofibation を特徴づける

Hom sef

Def. (free morphism)
非減少写像{ } : APAigrys がfreeであると 1ょ

: δ XY

1 射影 R加群 の 族 {PKzo が 存在し 、 {全} : 昭.(X .; )→ (Y.; ) と factor すること
i ☆

LsniZ

標準入包含 M
(X - ;)oLaniz ( Zc=SympPk,i は右全単 ] :

]品ym Algr
どういうことか ?

だいたい n = Xn * 自由生成成分 +下 の 次数から 退化で上 がってくる 分 )
い

なので 、 Y = X… xn]” みたいなイメージのはず。

0

“

射影加群は 自由加群 の 直和因子
"

Tm . s

fitatin
at

treshintmphicaglnths .

coifカ free

厚い 特徴づけ、 R = R = R
0

P : proj .R-Mod e⇒ ↓ Ifree ↓
さらに 、任意 の f : X → YinsAlgr は 自然 に

×飛 2→感 とと factorする。 . R→ S inxAlg での
PRP

R→ RCEsIsES]→' S 的な factor

まとめ ( →) A: sAlgrの cofibrantreplacementは、
(R→) R [☆→ A のイメージ。



D ( Andre -) Quillenhomolog Adinization の 導来関手

Def lNanodjectAoeがCoabd品削然
と項積をもつ 国

C≤ Cab はあるが
、

forg

m : AxA → A (積 ) 省略 A ( A, m , s , i)

E : * → A 零( 元) Abel群の 公理因式をみたすこと 、 部分国 CaCab1 亡 : A → A (通元)

を持ち 、 ー

√ と考込べきではない

。 Caxi = C のabelinnodject と②の構造 の組) 及び

その 間 の 構造を保つ 射 からなる 国

Ctionan 「 AEAlgp なら A は加群ともみなせる 」という 話 ではない 。

∵ m : AxA→ A は Algr の 射 であり 、 特に環として 積を保つ必要がある
、

さらに 、
C
,Cab にモデル構造 が入っており 、

CaCap : forg が Quillen関手の右側 になっているとする 。

T

このとき 左側 A$ : C→ Cab をabelianizationと呼 ぶ
、 直感的にも “ abel化”になっている、

楽
Qnillen howology

上 の 仮定の 下 , adelinnizationn tutalderivelfrcto, n まり
πqLAIb (X) ε X の Quillenhomology という

まとめ 。Adinization の 導来関手 を Quillenhomology という

ef. (Andre - Quillen homology )

C = Alg/Aは仮 起みたす。この 場合の A の Quillen homology を

Dq (A/R) : =πaL☆ b(A )とおきAndre -Quillenhomology という

より 一般に

Dq (AIR ; )M : =π iL (Ab (A)* M) .

Q . これは 一体なにを導来”

しているのか ?

→ Alga/Aにおけるabelianizatonを 調べる 必要がある。



Q Algr/A の abelianization Alga/A における ☆ B 二微分加群

DIf . Cidealizion, square-zero extension ) ① O → M SAXM → A → 0 . ex .

M : ModA に対し 、そのjdealization がある (ine -M は AXM の

“イデ 3 ” になっている )

AXM : AlgR/A を 以下のように定める i ② 次数つま環 S = So ⑤ S
、
* S2* …
…

:= 集合 としては AOM を Sc以降 で割るとこの 積が 出る
、1 {積は (a, )水 .(bY ) = (ab , ayt $x) 1

③ 要するに Aよ Jみたいな環、

< Key> AXM は Derr(- , M) を表現るす。 対い 21kは DerR(s,- ) を表現する 、

ie .HomAlA(- ,AXM
)≡Le )- ,17 ice .Hom

(ModRSk
- ) ≡ ler) ks , - )

(f .g ) i→ g

ー
。 実 は Hom( -, A )が 自然に 1群ならThn.CAlg n

abelionAa.Mdon(Algp( A)apは 国同値
Aは abelian olj. になる、

の 逆 に SEgAlR/A がabelianoが j なら1 ( AlgplA) apTsMdadnaz は 国同値- ASS
構A が 1 dA なので fisurjで

(DAlgp/A S = Axkerf となる 。

嬙
HomAlgA(' im)≡Derm(×, M

≈( Hommd器) ≡Hommodn (A*)
Tn .(tly

"Mdsat
-lianizatior

ApenAlgp /A*A " Ax はQuillen functor.→

ll

Ab

まとめ Andre - Quillenhomology
は

、“
A

。
R/R
”

とい s7分加群関手 を

simplicial な 方注で導来 したものである 、



D 余接複体 と 第 1 完全列最初 の 目間 が達成されていることを確認する

体

℃
でAlbp
/A→ M-モロジ- s前 い afotklduwinedficto,,

すなわち cofibrantreplacementX → A を取ってまる
L
A/R

: = A×Q×/Rを 余接複体(cotangentcomplex ) という

よって by def で Dq (A/R) = πqLAIp .

Thm .( 第 1完全列の延長 )R →A → B :環準同型 の 列

BYLAIR →LBLR
は

sAlgBの cofiber seq . であり
BYLACR→ LBIR

( MiB _ ondに対長完 へ体解する
ー

O → LBA
が pushout .

→ D, (A/R ; M) → D, ( /R ;B M)→ D. ( /BA ; M)

→ MRAIR → MRIR → MRBA→
0 : ex.



Q可換環論での利用主 に 完交環について

Dfundamentalspectral equence

φ : R→ S inAlr
↓

in sAlgr すると Lsik = 1 」となるる生 :SR成やAunsoKavi =:J. μE :S 各 S→S がかるだとする。A

…EJREJEA から fundamentalspectralsequence
本所 = 21J' *

N}tq ⇒= hptaA (共 N )を 得 る。

の 端 を 入る朝 と

TorR(S. N )→D 3( S/RiN )→; Tor ?( s.λ'N → To(s,N → D2(s/RiN)→ 0

iex
.

国基本性質 φ : R → S

。 Torn( S.N )→D .( S/RiN )がある。
φ : surj で I

= Kerφ なら

。 Tori (S .N) D ,(S / RiN )≡(±1 ) % N(第完全列 )

さらに I= (r :非空因子 ) なら

。 LS/k = Ʃ S
…

懸垂

楽
wor)

aan
' loally onghite

φ : R -

tnsaativn
S ' es of fit . (fin .tyse t 局所化 )

(Arranou)

ー
これを外 した 一般化 もあるらしい

⇒ ヨ R→ R[YJss , φ はtp. Ker(φ ; ) は正則列生

Thn (orの検出

@ φ は 1
cif
4 φ : Ros : Wether環の 射 TFAE

くり返しずれて

1 (力 D
_2(s(R - ) = 0

↓ L = Z生越S ク 8.5 を使い 局所的 に判定
odk

(D D . (s/R - ) = 0



Tum .

(lp)= 08 .
5e

な ; *

^ー̂ジンφ

. ,
感

nik
) -$ , in、il ) : Wither 局環所 の 百所射

ess. offit .

prf. R→ R = REY]型
'

S と 分解

自由と局所化のDz1 は 消 えるのでD 21 ( R'(R ; - ) = 0

J-Z
D( R/R; l )→D (s/R; l )Ʃ D ($R"; l)

～

→ D
, (R/R ; l)

11仮定
⇒

11 より RER
「
におきかえて

、

= 0
0 0 φ : sngとしてよい、 特に K =l

.

R→ R/)= S とし - けの 極性成我元を rCとする 。 C の 帰納法でHireg を示す

@ S = R/rR
.
前 Pの fundamental spec .seq により 、 完全列

… →べTor,? (s. )S ' k → To㎡ (s, k)→ Da (SR ; k)→ 0

ー
≡ r/2

≡ k
⇒

"

0

%仮定
ー €

ー ↳ pdrs ≤ 1
.

≡ 0

[… → Rやコ がmin.oj - resolなので riinj、 1/
s

⑦R '= R /Cri . re -.)とおく . R→ R
'

→ S から J-Z

0

1仮1
D2 (R/R ; k) → D(s/R ; k ) → ②(s/R' ; k)

/surj の Di 1torで計算できる
。

→ D
. (R/ R ;k ) → D .(s/ R ; k ) → D ,(s/ R ; k ) →K

= 0
11 11 "

k
- 1 ke K なので 2D (s/R'; k ) = 0 .

c = 1のやっ 色 s = Rlre
非豆因子 で割るとƩがつく

_

rcは非空因子、
→ D3 ( $R '; k ) = 0
図つ Da(R/R ; k) =0 c-、個の乗り余環なので帰多内法 の仮定 からr…c-はregJoK

つよポイント : “ とんな A→ B → Cからでも長完全列が 出
る 、 引数が 3つもある

。 そもそも Doが口なので大量 に情報を持っている
。 スペクトル 系列 が付随 していて Tor から 計算できる
。 正則列乗剰余で Ʃ になったり分 かりやすく振舞いが 良 い、



4hm .(検出品は完交CIIlN
(R .
m

.
k) : 局所環 TFAE

1 ( )D D
_ (/R) = 0

(DD
3 ( k /R )K = 0

Thm
.

8
.4 ( lei. mor .の検出 ) φ :R → S :Wether環の 的射 TFAE

fitha.

1 (力 D
=2(s/R - ) = 0

(dD
. (s1 ,

R - ) = 0

Thm .(検出regulaaretavg
( R. in. k ): 局所 TFAE

( )か D
=ュ( K /R) = 01 (DD . ( K /R )K = 0

Rineg -⇒ RK が C . i .

より 8.4& 8.5 から 全 かる
、

4hm .(旭の検出
@ φ は

95

yulon
φ : Rys : Wether環の 射 TFAE

1 ( DD 名、 (s/R - ) = 0
(D D , (s1 ,

R - ) = 0

To (

文
… n検*

楽 φ は
.bmrt G

' CR . k
)
-

$ in . l):Mitho 本所 村
ess. off. t .

( )月 D
= 、 (s/R - ) = 0 かつ ②/K : 有限自由

(a D , (s1p )& = 0

Conj .(QuillenConjecturet, # ) φ : R → S:Wether 環の 射ess .offt .

(I) fds Lsik と fdrs が 有限なるφ は l. c. i
.

(甘) fds Ls/k が 有限な 3 ー flat dim
.

fdsLsik ≤ 2 .


